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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСІВ АБРАЗИВНОГО ЗНОСУ  
ПОВЕРХОНЬ МАТЕРІАЛІВ З УРАХУВАННЯМ ДЕФОРМАЦІЇ 
Кафедра вищої математики, НАУ 
Наведено математичні моделі залежності  об’ємного зносу і зносу за масою поверхонь матеріалів, а 
також площі прилягання гумового ролика та зразка від розмірів деформованого ролика, лінійного зносу,  
зернистості абразивних частинок сферичної форми і величини деформації. Виконано порівняльну оцінку 
роботи моделей у першому та другому наближеннях з експериментальними залежностями.  
Постановка проблеми  
Математичне моделювання процесів абразивно-
го зносу матеріалів дозволяє прогнозувати пове-
дінку деталей вузлів тертя та інших машин у разі  
попадання на їх поверхні в процесі експлуатації 
частинок мінерального походження 2SiO , гли-
нозему, гірських порід, продуктів зносу повер-
хонь самих деталей. Для забезпечення більш 
тривалої працездатності елементів конструкцій і 
їх конструкційних матеріалів, що працюють в 
умовах зносу з нежорстко закріпленими абра-
зивними частинками, виникає потреба в розроб-
ленні прискорених методик і критеріїв оцінки 
процесів зносу матеріалів і їх покриттів на основі 
відповідних математичних моделей.  
Огляд публікацій  
та аналіз невирішених проблем 
Питаннями моделювання процесу абразивного 
зносу різних матеріалів займалися найвідоміші 
спеціалісти в галузі тертя та зносу [1–4], але такі 
моделі носили порівняльний характер або не 
включали в себе весь спектр характерних  
параметрів. 
У деяких існуючих моделях [5–8] основу стано-
вить імовірнісно-статистичний підхід, але недо-
ліком зазначених моделей є громіздкість і незру-
чність у використанні, оскільки вони містять об-
межену кількість характерних параметрів, які 
впливають на зносостійкість. 
У праці [9] встановлено зв’язок між ваговим зно-
сом і максимальною глибиною лунки, а також 
площею поверхні лунки в першому наближенні 
(без урахування деформації). 
У праці [10] розглянуто модель залежності абра-
зивної зносостійкості матеріалів від навантажен-
ня та густини (без урахування деформації). 
У праці [11] змодельовано процеси абразивного 
зносу матеріалів залежно від лінійного зносу та 
розмірів деформованого ролика, але не врахова-
но величину деформації.  
Види і механізми абразивного зносу конструк-
ційних матеріалів описано в працях [2–4].  
Дослідники визначають різноманітність факто-
рів, що визначають той або інший вид зносу і 
механізм його розвитку, що пояснює складність 
математичного моделювання цих процесів. 
Виникає потреба у створенні універсальної мо-
делі, яка б враховувала вплив багатьох факторів 
на процес зносу. 
Мета статті – розробити математичну модель 
процесів абразивного зносу за масою й 
об’ємного зносу матеріалів та покриттів залежно 
від лінійного зносу та розмірів абразивних час-
тинок, розмірів та величини деформації гумового 
ролика, побудувати модель залежності площі 
поверхні прилягання ролика та зразка від ліній-
ного зносу і зернистості абразиву, розмірів та 
величини деформації ролика. 
Результати моделювання 
У процесі побудови математичної моделі абра-
зивного зносу поверхонь матеріалів припустимо, 
що деформований ролик у перерізі має форму 
еліпса. Розглянемо переріз деформованого гумо-
вого ролика, який зображено на рис. 1. Половина 













Рис. 1. Поперечний переріз деформованого 
і недеформованого гумових роликів:    
R – радіус недеформованого гумового ролика;  
a – велика піввісь еліпса; b – мала піввісь еліпса; 
h –лінійний знос (максимальна глибина лунки); 
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Рівняння еліпса, що отримаємо при перпендику-
лярному перерізі гумового ролика відносно його 











.                                                         (1) 
З рівняння (1) отримаємо вираз для функції 






bxy  .                                                 (2) 
Під час деформації ролика будемо вважати, що 
об’єми недеформованого і деформованого роли-
ків однакові, тобто  
dRabd 2  . 






Ураховуючи, що  








.                                                         (3) 
У праці [11] побудовано моделі залежності 
об’ємного зносу і зносу за масою поверхонь ма-
теріалів від лінійного зносу, густини матеріалу 
та розміри гумового ролика.  
Модель об’ємного зносу поверхонь матеріалів 































abdIv . (4) 
Якщо позначити відношення 
b
h
 через m, отрима-





  22 212arcsin mmmmmabdIv .   (5) 
Математична модель залежності зносу за масою 
від лінійного має вигляд  







































  22 212arcsin mmmmmabdIv  .(7) 
З урахуванням розмірів абразивних частинок 
модель (4) можна записати у вигляді  
























































З урахуванням зернистості модель зносу за ма-
сою (6) набуває вигляду  
























































   





 ,  
то отримаємо моделі аналогічні моделям (5), (7).  
Математичну модель об’ємного зносу поверхонь 






  22 212arcsin cccccabdIv , 





  22 212arcsin cccccabdIm . 
З урахуванням величини деформації і моделей 
(4)–(7) отримаємо: 











































































































в) математичну модель об’ємного зносу з ураху-
ванням зернистості: 























































































































Для часткового випадку, коли деформації по 









Після відповідних алгебричних перетворень 
отримаємо неповне квадратне рівняння відносно 
невідомої R : 
RRRRR  )( .                                            (10) 
Розв’язком рівняння (10) буде 0R . 
Тобто однакові ненульові деформації по осях 
координат неможливі, за умови, що недеформо-
ваний ролик форми кругового циліндру під час 
деформації прийме форму еліптичного циліндра.  
Для знаходження площі поверхні прилягання 
гумового ролика та зразка розглянемо метод  на-
ближеного обчислення площ поверхонь, оскіль-
ки точне значення неможливо отримати безпосе-
реднім інтегруванням. 
У праці [11] виведено формулу залежності дов-
жини дуги перерізу деформованого ролика від 

















l .                            (11) 
З урахуванням величини деформації формула 



































1 .      (12) 
Площу прилягання ролика і зразка можна знайти 
за формулою 
ldS 2пов  , 
де d – ширина ролика. 
Інтеграл (12) для визначення довжини дуги об-
числюємо наближено за допомогою програми, 
виконаної мовою “Фортран” [12]. 
Блок-схема даної програми складається з основ-
ної частини (рис. 1) і підпрограми  INT (рис. 2). 
 
 
Рис. 1. Програма INT 
 
 
Рис. 2. Підпрограма INT 
ВХІД 
R; R ; N; d 
H=(R**2)*SQRT(2*(R- R )*h-
h**2)/(N*(R- R )**2) 
L=0 
I=1 






R; R ; x 
S=((R- R )**4)*(x**2)/((R**4)* 
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Програму для обчислення довжини дуги можна  
реалізувати за мовою “Фортран” і подати у  
вигляді 
dNRRREAD ,,,_   
       NhhRRSQRTRH /2****2*2**  
  2**RR   
0L   















  HIbaINTHL  
LdS **2  
STOP  
END  
Довжину половини дуги FKC з урахуванням ро-
змірів сферичних абразивних частинок можна 















































Площу прилягання ролика і зразка можна обчис-
лити за формулою  
dlS 1пов 2 .  
Важливим параметром, який впливає на зносо-
стійкість матеріалів, є розмір абразивних части-
нок. З урахуванням зернистості інтеграл (13) і 
площу прилягання ролика та зразка можна  
наближено обчислити за допомогою програми:  
rdNRREAD ,,,,_   
    /2***2*2*)2**2( hhrRRSQRTrRH   
   2**2rRRN   
0L  















  HIrRRINTHL  
LdS **2  
STOP  
END  
Вираз, що стоїть під знаком інтеграла (13), мож-
на знайти за допомогою підпрограми INT: 
 

















           
Розглянемо експериментальні дані з абразивного 
зносу поверхні Ст.30 для  кварцового піску SiO2 
зернистості 160–200 мкм у вигляді матриці, пе-
рший стовпчик якої – довжина шляху тертя в  




























:data                    
На рис. 3 показано експериментальну залежність 
зносу за масою від шляху тертя (1) та результати 
моделювання цього процесу у другому набли-
женні (з урахуванням деформації  xf2  у пер-
шому наближенні, без урахування деформації 











Шлях тертя Х, м 
Рис. 3. Експериментальні залежності абразивного 
зносу за масою поверхонь матеріалів від шляху 
тертя для Ст.30 нормалізованої (1) і реалізація 
моделей у першому (3) і другому (2) наближеннях  
 
Співвідношення між величиною вагового абра-
зивного зносу поверхонь матеріалів підтверджу-
ється відповідними значеннями твердості цього 
матеріалу – 95,5 HB (виміри твердості проводили 
на приладі ТШ-2М). Результати моделювання 
показують, що залежності )(2 xf  і )(3 xf  відріз-
няються на 5 %, що дає підставу обмежитися мо-
делюванням у першому наближенні (враховуючи 
простоту моделей першого наближення). 
Висновки 
1. Побудовано моделі об’ємного зносу та зносу 
за масою поверхонь матеріалів у другому на-
ближенні (з урахуванням деформації) у разі не-
жорстко закріплених абразивних частинок.  
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2. Виконано математичне моделювання залежно-
сті площі поверхні прилягання ролика та зразка 
від лінійного зносу та розмірів деформованого 
ролика і абразивних частинок.  
3. Наведено порівняльний аналіз відповідності 
математичних моделей абразивного зносу за масою 
поверхонь матеріалів у першому та другому набли-
женнях експериментальним залежностям. 
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О.А. Вишневский,  А.С. Давыдов  
Математическое моделирование процессов абразивного износа поверхностей материалов с учетом деформации 
Приведены математические модели зависимости объемного и весового износа поверхностей материалов,  
а также площади прилегания резинового ролика и образца от размеров деформированного ролика, линейного 
износа, зернистости абразивных частиц сферической формы и  величины деформации. Дана сравнительная 
оценка работы модели в первом и втором приближениях с экспериментальными зависимостями. 
O.A. Vishnevsky, A.S. Davidov  
Mathematical modelling of process of abrasive deterioration of surfaces of materials 
Mathematical models of dependence of volumetric and weight deterioration of surfaces of materials and also the areas 
of a touch of a rubber roller and a sample from the sizes of the deformed roller, linear deterioration and granularity of 
abrasive particles are resulted. Work of models in boundary conditions is shown. The comparative estimation of model 
work in the first and second approximation is given. 
 
